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要

地盤のS波速度構造の推定に最適化法の適用を試みた。そのために，ガウス・－ユ

ートン法系の非線形最小2乗法（縮小因子による安定化法，マルカート法）のアルゴリ

ズムを用いた計算機プログラムを作成した。

モデル関数の偏微分行列を解析的に計算するなど精度向上の配慮を加え，数多くの

層構造に対する数値シミュレーションを実施した。その結果，ほとんどの場合にマル

カート法が最適解に到達L，この問題についての実用性が確かめられた。

1　は　じめに

振動公害や地震動被害を予測するにほ，対象とする

地盤の地下構造を知る必要がある。地下構造が明らか

になれば，基盤から地表までの地盤せ系とLた囲1の

ような入出力モデル（以下，地盤モデルという）を想

定し，例えば地表の地震動ほ，基盤からの入力に対す

る系の応答として容易に計算することができる。

計算の確度ほ系の特性関数に依存するが，この関数

ほ一般に，地盤を構成する各地層の厚さや物性定数

（密鼠　弾性波速度など）をパラメタとする。したが

って，「地下構造を知る」とほ，結局，これらパラメ

タをどれだけ適切に設定できるかということに他なら

ない。

パラメタに推定値を用いる場合はもとより，実測値

が存在する地盤であっても，層の分割の仕方や測定あ

るいは推定誤差により，地盤モデルの応答（計算値）

は必ずしも観測結果に整合するとほ限らない。そのた

め，時に観測値に合うまでパラメタの修正を繰り返す
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ことがある。LかL，このような作業の結果　観測値

を説明する「より良い」地盤モデルを見いだすことが

可能であっても，それが「最適な」モデルである保証

はない。

そこで，近年，地盤モデルの構造（すなわち，′ミラ

メタ）の決定笹最適化法を用いる試みが行われるよう

になってきた1），2㌔最適化法ほある問題の最適解を導

く計算手法の捻称であるが，ここでほ因果関係として

捉える現象について，結果（データ）を既知としてそ

れを生み出す最も確からしい原因（モデル）を推定し

ょぅとする，いわゆる逆問題の解法手段を指す（前述

のように，モデルを定めてデー∵タを求める問題を順問

題という）。

筆者は，最近，図1の系の入出力比に相当する観測

値が得られた場合に，それを説明する最適な地盤モデ

ルの構造を，最適化法の一つである非線形最小2乗法

によって推定する計算磯プログラムを作成した。本稿

ほプログラムの計算方法及びシミュレーションデータ

を用いた計算例を紹介するものである。
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図1地盤の入出力モデル

2　計算方法

2・1地盤のモデル関数

図2のような成層構造をもっ地盤の最下層（第N層，

基盤）から，単位の振幅をもっホワイトなS土Ⅰ波が垂

直に入射したときの地表の応答振幅G（Z以）ほ，S汁液

重複反射理論により以下のように表される。

G＝以）＝
2妄執tも存‾1∂〟伽

A21＋云勒もんm‾1∂〝伽All
（1）

ただL，伽ほ角周波数，＿All，A21は次式に示さ

れる第K層の層マトリクス

α方＝

［
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－CぎS去花蕗　　亡口古殿
‾　　二

ここ釘こ
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夕斤＝扁転／もなrg－‾王鉱

∂且＝j＋Z躇恥

r首＝　日＋Q∬‾2〕1／4

たg；層の厚さ［m］

βg；土の密度［ton／ぷ］

Qg；無次元減衰量（Q値）

拓；S渡速度［m／sec］

の第N－1層から第1層（表層）までの積

月＝軋－1・恥－2・…・α2・勘＝
［三三‡三…］（3）

の第1列ベクトルの成分である。

このG（云以）ほ単位入力による応答であるので，図

1の入出力系の特性関数（伝達関数）に相当し，入射

波のパワースペクトルPg（以）と応答波のパワースペ

クトルPy（伽）を用いて，

lG（Z伽）J＝g（伽）＝Py（以）／為（以）（4）

が成立するo g（伽）は伝達関数G（f伽）の振幅特性で，
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No・　層厚　　密度　　年債　　S浪速度

1　　　ゐ1　β1　Ql Vl

2　　　ゐ2　　β2　　Q2　　　V2

g　　　ゐ方　　βK Q足　　　滝

Ⅳ－1　　ゐ〝」　βN－1　Q〃－ユ　　拓＿1

Ⅳ　　　　　　鋸　　釦　　　略

図2　波動の重複反射計算に用いる地盤モデル

一般に地盤の増幅特性と呼ばれている。式（1）～（4）から

分かるように，g（以）ほ各層の厚さ毎（g＝J～Ⅳ

－J）及び物性定数伽，拓，Q方（g＝J～〃）をパ

ラメタとする以の実関数で，これを地盤モデルの関

数表現（モデル関数）とする。

そこで，問題の所在ほ式（4）の右辺の量が何らかの観

測値（例えば，基盤と地表の同時地震観測など）とL

て与えられたとき，g（餌〕の構造を定める各パラノ

タを観測値に最も合うように定めることにある。

2・2　非繰形最小2乗法3）

最適化問題ほ常に関数の最小化に帰着する。このよ

うな問題の解法の一つに，あるパラメタの値g（ここ

でほた∬，伽，祐などを要素とするベクトル変数〕の

ときの計算値g（餌；g〕と観測値ア（揖）の重みⅣ

（伽〕っき残差2東和〔以下，単に残差という〕

互（g〕＝∑　β2（叫；ズ〕抒（軋り〕

5（叫；ズ）＝g（叫；ズ）－ア（勘）

ノ；周波数分割番号（mは最大個数〕

（5）

が最小となるズを求める方法（最小2乗法〕がある。

ただし，この問題では式（1ト（4から明らかにモデル

関数g（伽；ズ）がズについて非線形であるので，

解を一意に定めることが不可能である。そこで，モデ

ル関数を線形近似して最小2乗解を反復改良する方法

（非線形最小2乗法）が用いられる。

すなわち，式（5）で表されるg（ズ）が，ズのある初

期値ズ0からdズだけ移動したときに最小値をとると

仮定すれば，dズを未知数とする連立方程式

（βfβ）dズ＝－β≠ぶ （6）



β＝［昇雄］，月雄＝∂S（叫；ズ）／∂プg

吉＝［51，……，5m］才

g；パラメタ番号

が成立する（簡単のためにⅣ（αり）＝1とした）。

そこで，式（6）（これを正規方程式という）をdズに

ついて解き，新しいパラメタ

ズ＝ズ0十』ズ （7）

を求める操作を反復し，ある収束条件を満たしたズを

最適解とみなす（ガウス・ニュートン法）。

しかし，ガウス・ニェートソ法ほモデル関数の非線

形性が強い場合に，解が不安定になる欠点がある。こ

のため様々な改良が加えられているが，本プログラム

では次の2種類の改良法を用いた。

・縮小因子による安定化ガウス・ニェートソ法

縮小因子α（0＜α≦1）を導入し，式（7）の代

わりに

ズ＝ズ。＋αdズ （8）

とLてパラメタの変化を緩和する。；αを十分小

さくとれは反復に伴う残差の減少が見込まれる。

・マルカート法

正規方程式の係数行列β～βに対角付加項を設け

た次式

〔β≠β十スβ〕』ズ＝－β≠吉，0　≦ス　（9）

∂＝／十嶽曙（∠㌢β〕

ここに

／；単位行列

粛軍（朗）；行列朋の対角成分

からなる対角行列

により』ズを解く。この方法ほスを十分大きく

とれば残差が最大となる方向（最急降下方向）

にdズを求める。

』ズの解法ほ正規方程式を例えば

d　ズ＝一（β≠β〕‾1β≠ざ （10）

のように直接解く方法もあるが，係数行列が時に悪条

件となり，逆行列演算の精度が低下する場合がある。

そこで本プログラムほ逆行列演算を介さない修正グラ

ム・シュミット法4）を用いている。

なお，今回用いたガウス・ニュートン法系の非線形

最小2乗法について，概略の計算フローを図3に示す。
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図3　ガウス・ニュートン法系の計算の流れ

2■　3　変数パラメタの講壇

最適化を行う際に地盤モデルのすべてのパラメタを

変数とLて取り扱うことは，計算量が膨大になるばか

りか結果の信転性がそれによって増加するわけでもな

い。現実的にほ対象地盤に関する情報などをもとに，

可能な限り変数としてのパラメタを減らした上で計算

することが得策である。

そのため，類似又は近傍地盤のボーリング資料等を

もとに，まず層厚ゐgを層数とともにあらかじめ初期

構造として決定しておく。さらに，物性定数のうち密

度銅は増幅特性g（伽）に与える影響（感度）が小さ

いので，土質ごとの標準的な値を採用する。また，減

衰量Qgほ増幅特性のピークの高さに対する感度が

大きいものの，通常の堆積盆地などでほ経験的に5～

10程度の値に収まることが知られている。したがって，

これらの／くラメタは一括して定数扱いとすることが可

能である。

一方，S渡速度Vgほ増幅特性のスペクトル形状を



決定する重要な量で，堆積盆地ではおよそ50～1000

m／s程度の広い範囲の値をとり得る。そこで，本プ

ログラムにおいてほ古漬速度のみを変数パラメタとし

て最適化を行う。これによって計算された値が不適切

な場合（既往の測定値と大きく異なるか，残差が大き

いなど）ほ，初期構造の層厚，層数などを変更して再

計算する。

なお，変数パラメタ（S波速度）の初期値の選び方

ほ重要で，最適値とかけ離れた値を設定すると反復回

数が増大するばかりか，．残差の局所的な最小値に落ち

込む場合がある。したがって，例えば次のような土質

指標（N値Ⅳy，深度払など）からの推定式5）

Ⅴ＝68．79〃yO・171月一刀0・199

ただし

［芸芸］E，
粘　土

細　砂

中　砂

粗　砂

砂レキ

レ　キ

などを用い，現実に近い値を設定することが望まLい。

2・4　偏祷分行列［月描］の導出

非線形最小2乗法の精度ほ，式（6），（9）などの正規方

程式に現れる偏微分行列β＝［月Jg］の計算方法にも

支配される。一般に，差分近似を用いる方法がステッ

プ数も少なく簡便であるが，可能なら解析的に計算し

たほうが高い精度を期待できる。地盤モデルの推定に

非線形最小2乗法を適用したこれまでの報告1）でほ差

分近似が使われているので，ここでほ解析表現を検討

する。

先に，変数パラメタをS波速度のみとしたので月ノg

を新たに

月川＝∂S（αノ；V）／∂鞍 （12）

5（伽ノ；V）＝∂（以ノ；V）－ツ（包り）

V＝［vl，……，Ⅴ〟］～

g＝J～Ⅳ（層数，したがってパラメタ数）
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と表記する。したがって，凰膵は

月ノg＝意［g（勘；Vトッ（呵）］

∂g（ぴJ；V〕

∂Vg
仕3）

のようにモデル関数g（ぴ；V）のS渡速度についての

偏故係数として表される。

g（以；V）ほ式（4）に示すように伝達関数G（よ伽）の

振幅特性であり，G（i以）の関数形ほ式（1）～（3）で与

えられているので，計算の過程は付録とし結果だけを

示せば以下のようになる（サフィックスノを省略）。

∂諾まg3［発語＋∫讃　（14）

月＝月（伽；V）＝月eαg［All＋βA21］

J＝J（以；V）＝Jm喝［All＋βA2．］

紬監＋β慧，g≠〃
一月eαZ［βA21V〃‾1］，且＝Ⅳ

血曙監＋β豊仁且甜

一九喝［βA2王拓‾1］，g＝Ⅳ

β＝1／拍〟も㌦r〟‾1∂〟団

結局，偏微分行列の計算にほ

All，A21，
∂All　∂A21

∂y云　∂Vg

の諸量が必要になるが，これらほ式（2），（3摘ゝら求める

ことができる。

2・5　収菜判定

計算の精度を最後に決定するのが収束判定条件（反

復の打ち切り規準）で，条件が緩すぎれは最適解に到

達する以前隼計算が打ち切られる。一方，条件を厳し

くすれば，解の変化が僅少であっても反復が続行され，

計算時間が膨大になる。

本プログラムの収束判定についてほ，成書3）を参考

に次のような条件設定とした。すなわち，残差の減少

量をもとに

揉（ズ飢ほ）一旦（ズ”gぴ））用（ズ〃′。）≦10‾4（15）



を満たせば反復打ち切りとする。ただし，計算機の丸

め誤差により，残差が前回よりごく僅かに増加する

（且（ズβ∠d）一旦（ズ耶び）が負になる）場合もあるため，

且（ズ椚Ⅷ）≦（1＋10【4）且（ズ。∠d）　　（16）

を満たせは残差が減少した場合と同様に扱う。

3　計　算　例

プログラムの計算性能を確認するために，数値シミ

ュレーションを実施した。

計算に用いる観測値ッ（以）ほ，各層の厚さと物性

定数を適宜与えて計算される地盤の増幅特性g（伽）

（以下，其値モデル）に，標準偏差0．1の正規乱数を加

えたものとした。

そこで，適当なS渡速度の値を初期値に設定したと

きの増幅特性（以下，初期値モデル）から出発し，観

測値との残差を最小にする値（以下，最適値）を求め

る。

層構造や初期値の与え方を様々変えて得られた結果

の中から，いくつかの代表的な計算例を示す。

（1）初期値モデルが観測値に近い場合

蓑1のような4層構造において，観測値に近い初期■

値モデルから出発Lた場合の計算例である。そのため

に，呂渡速度の初期値を各層とも一律に真値の20％増

とした。

表1　パラメタ設定値及び計算結果

層番号　 層 厚 b　 密度 β　 減衰 Q

S 浪 速産 Ⅴ（m／s）

裏値　 初期値　 最 適値（m）　 （け皿3）

1　　　 4　　　 1．6　　 10 90　　 108　　　 90 ．2

2　　　 3　　　 1．8　　 10 250　　　 300　　 244 ．4

3　　 10　　　 1，6　　 10 160　　 192　　 160 ．3

4　　　　　　　　 2 ．2　　 10 350　　　 420　　 347 ．1

図4のドットが作成された観測値，点線が初期値モ

デルである。S渡速度の小幅な増加ほ，増幅特性をわ

ずかに高周波側にシフトさせるだけであり，観測値と

モデルほ類似したスペクトル形状になる。

図5に反復回ごとの残差の変化を示したが，安定化

ガウス・ニュートン法（以下，安定化GN法）及びマ

ルカート法とも順調に残差が減少し収束する。ただし，

安定化GN法のはうが若干遠回りし反復回数も多くな

る（マルカート法5回，安定化GN法7回）。
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得られた最適値は真値に極めて近く（表1），最適

値に基づく増幅特性（図4の実線，以下，最適値モデ

ル）も，観測値の良好なカーブフィットになっている

ことが分かる。

なお，最適値が莫値に完全に一致しないのほ観測値

の作成に正規乱数を用いたためで，これがなければ

（真値モデルをそのまま観測値とすれば），最適値は

真値に等しくなり最終残差も完全に0になる。

周波数（Hz）
10

囲4　計算例（1）；最適値（実線），
初期値（点線〕，観測値（ドット〕

10
反復回数

図5　残差2乗和の変化（1）

4咄
空
曹

2

（2）初期値モデルが観測値と大きく異なる場合

（1）と同じ構造について，S波速度の初期値を変えて

観測値と大きく異なる初期値モデルを与えた場合であ

る。地盤の増幅特性ほ，一般に表層付近のS渡速度比

に強く支配されるため，特に第1層と第2層の速度比



が真値に比べて大きくなるよう設定した。

囲6の点線ほ初期値モデルであるが，ピークの高さ

や位置並びにピークの数などで観測値とかけ離れたス

ペクトル形状となっている。

計算の結果ほマルカート法のみ観測値を説明する最

適値モデル（囲6，実線）を与えた。すなわち，囲7

に示すようにマルカート法が順調に残差を減少させ反

復10回で収束したのに対し，安定化GN法では反復19

回以降で発散（残差が増加）し計算打ち切りとなった。

4咄
空
曹

2

周波数（H三）
10

囲6　計算例（2）；最適値（実線〕，
初期値（点線〕，観測値（ドット〕

10
反復回数

図7　残差2粟和の変化（2）

（3）層数（パラメタ数）が多い場合

（1），（2）ほ暦数の少ない場合で，初期値の与え方も必

ずしも現実的でない。ここではプログラムの実際の使

用方法を想定した計算例を示す。対象ほ，ポーリング

－10－

調査及びS渡速度測定結果から，衰2のように構造が

明らかな実在の地盤（8層構造）である。

観測値の作成に必要なS波速度の値として蓑の棄却

値（真値とする）を使用した。また，同じ表のN値や

深度などの土質指標を用いて，式（11）により推定値を算

出し，これを初期値に設定した。

この推定値ほ実測値に対し，例えば第3層で100％

近く異なるなど層ごとの相違が目立つが，大局的な慣

向（第1～4層の低速度群と第5～8層の高速度群）

はほほ等しいといえる。したがって，囲8に示した初

期値モデル（点線）ほ観測値（ドット）に近く，初期

値の設定ほおおむね適切であると考えられる。

計算結果は，しかしながら，（2）と同様に安定化GN

法が発散し，マルカート法のみ最適値を得ることがで

きた（図8の実線に最適値モデルを示す）。さらに，

表2　地盤の土質資料とS渡速度

No， 深度 土　 質 N 億

S波速度Ⅴ（m／s）

実韻吐値　 推定値　 最適値

（m） （真備） （初期値）

ロ 0－1 埴土 10 138　　　 102　　 125．4

2 1－5 粘土 2－4 90　　　 103　　　 90．2

巴 5－7 腐植土 巴 68　　　 119　　　 59．1

4 7－13 測卜貿粘土 四 110　　　　 96　　 110．3

6 13－24 細砂 30－5（】 310　　　 340　　　 306．6

6 24－30 測卜質粘土 10－20 240　　　 274　　　 234．5

ロ 30－39 中軸 58〈 300　　　 377　　　 30（〕．0

8 39－ レキ 50〈 410　　　 525　　　 412．日

周波数（Hz） 10

図8　計算例（3）；最適値（実線），
初期値（点線），観測値（ドット）



マルカート法も反復回数が43回と前2例に比べて大幅

に増えた。一般に，パラメタ数の増加ほ残差の局所的

最小点の増加をもたらす可能性があり，最適値の探索

ほ困難になるが，この計算例にもそれが表れたものと

思われる。

これにより，パラメタ数はある程度制限される可能

性もあるが，その上限については，初期値の与え方な

どによって条件が複雑になるため，確認していない。

しかしながら，現実的にほ地下構造を必要以上に細分

化してもモデルの精度が高くなる保証ほなく，実用上

ほたかだか10層以内（浅層構造でほ5～6層以内）を

考えればよい。

したがって，この事例でマルカート法が成功したこ

とは，実地盤への適用の可能性を示したものと考えら

れる。

4　あとがき

非線形最小2乗法の計算手段として広く利用されて

いる安定化ガウス・ニュートン法及びマルカート法を

用いて，地盤の増幅特性を表す観測値からS渡速度の

最適構造を推定するプログラムを作成した。

構造の異なる多数の地盤モデルについて，、シミュレ

ーションデータを用いた計算を行った結果

①　この問題についてほ，安定化ガウス・ニュート

ン法の適用範囲が意外ケこ狭く，層数（パラメタ数）

の少ない構造で初期値が裏値に近い場合を除けば

最適値を得ることが困難である。

④　それに対して，マルカート法はほとんどの場合

順調に最適値を探索する。ただし，パラメタ数が

多い場合，初期値が真値からかけ離れている場合

に反復回数が増える

などのことが分かった。

このような結果ほ，他の物理現象や曲線の当てほめ

問題についての多くの適用事例に共通する傾向で，特

にモデル関数の非線形性が強い場合に顕著である。今

回の計算事例から，地盤のモデル関数も強い非線形性

を示すものと考えられるが，少なくとも実用上の範囲

でマルカート法が使えることが確かめられた。

なお，本プログラムの反復1回に要する計算時間ほ，

例えば10層モデルで約5㈲であるが，このうち偏微分

行列の演算に45秒程度費やしている（NEC PC－9821

As／U2，Pro－FORTRAN使用）。そのため，今後は

偏微分行列演算の高速化が課題となろう。
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筆者ら6）は，現在，地表の微動を解析Lて土塊の増

幅特性に調和する観測値を得る手法を開発しつつある。

したがって，この手法が確立すれば，今回作成したプ

ログラムを用いて，地表観測のみによって地下のS渡

速度構造を推定することが可能になるものと思われる。
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付録　偏描分行列の解析表現（式（1弟の導出）

【屋＝J～〃－Jの場合】

式（1）の右辺の分母・子にβ＝1／わ〃lん7Ⅳ‾1∂〟以を

乗ずると

2

G（iu；V）＝

All＋βA21

そこで，分母の実部，虚部を各々月（揖；V），

J（也；V），すなわち

月（伽；V）＝劫α～［All＋βA21］

J（む；V）＝血昭［All＋βA21］

とすれば

2

G（吏餌；V）＝
月（α；V）＋iJ（∽；V）

（Al）

（A2）

（A3）



したがって

g（u；V）＝‡G（云以；V）l

2

月2（む；V）＋J2（以；V）
（A4）

これにより，S渡速度V五についての偏徽係数ほ

浩一謹［2（糾∫2）一1′2］

＝－2（月2十J2）‾3／2 （月荒＋∫荒）
（A5）

であるが，式（A4）から（月2＋J2）‾3／2＝（1／2・g）3

であるので，これを（A5）に代入し，式（14）を得る。

【g＝Ⅳの場合】

この場合，All，A21ほともにⅤ〟の関数にはなら

ないので，式（Al）を

G（i以；V）＝

All＋β′A211ん‾1
β′＝β拓

（A6〕

と書き換え，分母の実訊　鹿部も同嘩にβ′を用いて

表せは

月（伽；V）＝月紺Z［All＋β′A21V〟‾1］

J（α；V）＝抽噸［All＋β′A21VⅣ‾1］

したがって

＝月eαZ［－β′A21祐‾2］

一月eαZ［βAn祐一1］

ヱ壬＝ムmαgトβ′A21祐一2］
∂1ん

一丁mαg［βA21拓‾1］

（A7）

（A8）

が得られる。これらを用いれはg＝J～Ⅳ－Jの場合と

同様に式（14）を導くことができる。
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